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两角和差的余弦公式与正弦公式
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两角和差的余弦公式

某城市的电视发射塔建在市郊的一座小山上
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化简下列各式!并求值
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学习提示%

逆向使用公式是非常重要的!往往会带来新的思路!使问题简单化
!
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解
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所给的式子恰好是公式"
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二倍角公式

首先要明确二倍角的概念%
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的二倍角!
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在三角形的计算中有着广泛的应用
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学习提示%

二倍角公式适用于所有具有二倍关系的角
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!

和
,-.1

!

的值
!

解
!

因为
!

为第二象限的角!所以

,-.

!

(" !"./+

1

槡 !

(" !"

0

&

" #槡
1

("

%

&

!

故

./+1

!

(1./+

!

,-.

!

("

1%

1&

!

,-.1

!

(!"1./+

1

!

(

3

1&

!

例
!!

!

已知
,-.

!

1

("

!

0

!且
!'

"

!

!

1

!

#!求
./+

!

和
,-.

!

%

的值
!

解
!

!

1

与
!

!

!

1

与
!

%

之间都是具有二倍关系的角!故可以使用二倍角公式来计算
!

由
!'

"

!

!

1

!

#知
!

1

'

!

1

!

!

" #

!所以

./+

!

1

( !",-.

1

!

1槡 ( !"

!

7槡 (

槡11

0

!

故
!

./+

!

(1./+

!

1

,-.

!

1

(14

槡11

0

4

"

!

0

" #

("

槡%1

7

!

由于
!

%

'

!

%

!

!

1

" #

!且
,-.

1

!

%

(

!2,-.

!

1

1

(

!2

"

!

0

" #

1

(

!

0

!所以

,-.

!

%

(

槡0

0

!

学习提示%

要用公式"

!"#

#及其变形公式求三角函数的值时!经常需要进行开方运算
!

因此!要

先确定角的范围
!

!!

例
!#

!

化简%

1,-.

%

'"1,-.

1

'2

!

1

1)*+

!

%

"'

" #

'

./+

1

!

%

2'

" #

!

(



解
!

原式
(

1,-.

1

'

"

,-.

1

'"!

#

2

!

1

1)*+

!

%

"'

" #

'

./+

1

!

%

2'

" #

(

!

1

"1,-.

1

'./+

1

'

1./+

!

%

"'

" #

,-.

!

%

"'

" #

'

./+

1

!

%

2'

" #

(

!

1

"

!

1

./+

1

1'

1,-.

!

%

2'

" #

./+

!

%

2'

" #

'

./+

1

!

%

2'

" #

(

!

1

,-.

1

1'

./+

!

1

21'

" #

(

!

1

,-.1'!

学习提示%

二倍角余弦公式的三种形式同等重要!公式
,-.1

!

(,-.

1

!

"./+

1

!

的特点是公式的右

边是平方差的形式!可以方便地进行因式分解+公式
,-.1

!

(1,-.

1

!

"!

和
,-.1

!

(!"

1./+

1

!

是分别用角
!

的余弦与正弦中的一种函数来表示二倍角余弦+变形公式
./+

1

!

(

!",-.1

!

1

和
,-.

1

!

(

!2,-.1

!

1

的特点是公式的左边是关于三角函数的平方!右边是关于二

倍角余弦的一次式
!

!!

例
!$

!

设函数
)

"

'

#

(1,-.

1

' 槡210./+',-.'"!

"

'

'

,

#

!

化简函数
)

"

'

#的表达式
!

解
!

)

"

'

#

(1,-.

1

' 槡210./+',-.'"!(,-.1' 槡2 0./+1'(1./+

1'2

!

#

" #

!

练一练

!!

根据二倍角公式!完成下列各题%

"

!

#若
./+

!

0

"

!

" #

(

!

%

!则
,-.

!

0

21

!

" #

(

"

!!

#+

"

1

#若
,-.(

!

1

2

#

" #

(

%

&

!则
,-.1

#

(

"

!!

#

!

1!

已知
./+

!

(

!

1

2,-.

!

!且
!' $

!

!

1

" #

!求
,-.1

!

./+

!

"

!

%

" #

的值
!

)



习题
!"!

!!

填空题
!

已知
./+

"

!

2

"

#'

./+

"

"

"

!

#

(*

!则
,-.

1

!

",-.

1

"

的值为
!

1!

计算下列各式的值
!

"

!

#

./+!$&'

+

"

1

#

,-.!0&'

+

"

0

#

,-.13&'2,-.1!&'2,-.3&',-.!&'

+

"

%

#

./+!&'

'

./+0$'

'

./+3&'5

0!

已知
(

"%#

的三个内角满足%

"2#(1%

!

!

,-."

2

!

,-.#

("

槡1

,-.%

!求
,-.

""#

1

的值
!

%!

已知
./+

!

(

!

1

2,-.

!

!且
!' $

!

$

1

" #

!求
,-.1

!

./+

!

"

!

%

" #

的值
!

!-#

!

正弦型函数

!-#-!

!

正弦型函数的概念和性质

我们已经学习了正弦函数
+

(./+'

和余弦函数
+

(,-.'!

在物理和电学中!经常遇到形

如
+

("./+

"

%

'2

&

#"

"

)

$

!

%)

$

#的函数!这类函数叫作正弦型函数
!

正弦型函数与正弦函数
+

(./+'

有着密切的关系!在正弦型函数
+

("./+

"

%

'2

&

#中!

令
,(

%

'2

&

!则%

+

("./+

"

%

'2

&

#

("./+,

!

函数
+

("./+,

是正弦函数!其定义域为
,

!周期为
1

!

!故函数
+

("./+

"

%

'2

&

#"

"

)

$

!

%)

$

#的定义域为
,

!并且%

"./+

"

%

'2

&

#

("./+,("./+

"

,21

!

#

("./+

("

%

'2

&

#

21

!

)

("./+

% '2

1

!

%

" #

2

&

( )

!

即
)

"

'

#

(

) '2

1

!

%

" #

!

因此!函数
+

("./+

"

%

'2

&

#也是周期函数!其周期为
1

!

%

!

由于函数
+

(./+,

的最大值为
!

!最小值为
"!

!故
+

("./+,

"

"

)

$

#的最大值为
"

!最

小值为
""!

即正弦型函数
+

("./+

"

%

'2

&

#的最大值为
"

!最小值为
""!

*



综上所述!正弦型函数
+

("./+

"

%

'2

&

#"

"

)

$

!

%)

$

#的定义域为
,

!周期为
1

!

%

!最大

值为
"

!最小值为
""!

例
!

!

求函数
+

(1./+

1'2

!

#

" #

的周期!并指出当角
'

取何值时函数取得最大值和最小值
!

解
!

函数的周期为
-(

1

!

1

(

!

!

设
,(1'2

!

#

!则
'(

,

1

"

!

!1

!

当
,(1.

!

2

!

1

!即
'(.

!

2

!

#

时!函数
+

(1./+,

有最大值!最大值为
1

+

当
,(1.

!

2

0

!

1

!即
'(.

!

2

1

!

0

时!函数
+

(1./+,

有最小值!最小值为
"1!

所以!当
'(.

!

2

!

#

"

.

'

.

#时!函数
+

(1./+

1'2

!

#

" #

取得最大值
1

+

当
'(.

!

2

1

!

0

"

.

'

.

#时!函数
+

(1./+

1'2

!

#

" #

取得最小值
"1!

学习提示%

解题过程中设新变量
,

的目的是突出*强化,变量替换-!熟练之后!可以省略设新变

量的步骤!将
1'2

!

#

看作一个整体!直接写出取得最大"小#值时的角
!

!!

一般地!研究函数
+

(/./+'20,-.'

"

/

)

$

!

0

)

$

#时!首先要把函数转化为
+

("./+

"

'

2

#

#的形式
!

考察以"

/

!

0

#为坐标的点
1

"如图
!"0

#!设以
&1

为终边的角为
#

!则%

图
!"0

,-.

#

(

/

/

1

20槡
1

!

./+

#

(

0

/

1

20槡
1

!

)*+

#

(

0

/

!

于是%

/./+'20,-.' ( /

1

20槡
1

/

/

1

20槡
1

./+'2

0

/

1

20槡
1

,-.'

*

+

,

-

( /

1

20槡
1

"

,-.

#

./+'2./+

#

,-.'

#

( /

1

20槡
1

./+

"

'2

#

#!

即
"( /

1

20槡
1

!角
#

的值可以由
)*+

#

(

0

/

确定"角
#

终边所在的象限与点
1

所在的象限相

+!



同#

!

例
#

!

当角
'

为何值时!函数
+

(1./+',-.' 槡" 0,-.1'

取得最大值和最小值& 各是多少&

解
!

根据正弦函数的性质可知

+

(1./+',-.' 槡" 0,-.1'

(./+1' 槡" 0,-.1'

(1

!

1

./+1'"

槡0

1

,-.1'

" #

(1

./+1',-.

!

0

"./+

!

0

,-.1'

" #

(1./+

1'"

!

0

" #

!

故当
1'"

!

0

(1.

!

2

!

1

!即
'(.

!

2

&

!

!1

"

.

'

.

#时!

+

取得最大值
1

+

当
1'"

!

0

(1.

!

"

!

1

!即
'(.

!

"

!

!1

"

.

'

.

#时!

+

取得最小值
"1!

练一练

!!

求下列函数的最大值*最小值和周期
!

"

!

#

+ 槡( 1./+

1'2

!

0

" #

+

"

1

#

+ 槡( 0,-.1'!

1!

求下列函数的最大值和最小值!并求出在什么情况下函数取得最大值和最小值
!

"

!

#

+

(./+1'",-.1'

+

"

1

#

+

(./+

0'"

!

%

" #

!

!"#"#

!

正弦型函数的图像

与正弦函数图像的作法类似!可以用,五点法-作出正弦型函数的图像
!

正弦型函数的图

像叫作正弦型曲线
!

下面将以例
%

为例来做出正弦函数在一个周期内的图像
!

例
%

!

作出函数
+

(1./+

'"

!

%

" #

在一个周期内的简图
!

解
!

函数
+

(1./+

'"

!

%

" #

与函数
+

(1./+'

的周期都是
1

!

!最大值都是
1

!最小值都是
"1!

为求出图像上五个关键点的横坐标!分别令
2('"

!

%

($

!

!

1

!

!

!

0

!

1

!

1

!

!求出对应的
'

值与函数
+

的值!列表
!"!

如下%

!!



表
!/!

'

!

%

0

!

%

&

!

%

3

!

%

7

!

%

'"

!

%

$

!

1

!

0

!

1

1

!

./+

'"

!

%

" #

$ ! $ "! $

1./+

'"

!

%

" #

$ 1 $ "1 $

!!

以表中每组"

'

!

+

#的值为坐标!描出对应五个关键点
!

%

!

$

" #

*

0

!

%

!

1

" #

*

&

!

%

!

$

" #

*

3

!

%

!

"1

" #

*

7

!

%

!

$

" #

5

用光滑的曲线连接各点!得到函数
+

(1./+

'"

!

%

" #

在一个周期内的图像

"如图
!"%

#

!

图
!"%

一般地!为了作出正弦型曲线
+

("./+

"

%

'2

&

#"

"

)

$

!

%)

$

#!令
2(

%

'2

&

!利用上面

的方 法!可 以 求 得 五 个 关 键 点 的 坐 标 为
"

&

%

!

$

" #

!

"

&

%

2

-

%

!

"

" #

!

"

&

%

2

-

1

!

$

" #

!

"

&

%

2

0-

%

!

""

" #

!

"

&

%

2-

!

$

" #

!

例
&

!

利用,五点法-作出函数
+

(1./+

!

1

'2

!

#

" #

在一个周期内的图像
!

解
!

函数的周期为
-(

1

!

!

1

(%

!

!且
"

&

%

("

!

#

!

1

("

$

0

!所以五个关键点为
"

$

0

!

$

" #

!

1

$

0

!

1

" #

!

&

$

0

!

$

" #

!

6

$

0

!

"1

" #

!

!!

$

0

!

$

" #

!

描出这五个点!然后用光滑的曲线连接各点!得到函数在一个周期内的图像"如图
!"&

#

!

#!



图
!"&

练一练

利用,五点法-作出下列函数在一个周期内的图像
!

"

!

#

+

(0./+

0'2

1

!

0

" #

+

"

1

#

+

(

0

1

./+

1'2

!

&

" #

!

!"#"$

!

正弦型函数的应用

由于本教材主要为工科机电类专业服务!所以!在正弦型函数的应用方面!本节不介绍

传统的简谐振动!而把重点放在介绍简谐交流电的三要素和同频率的正弦量的合成上!正弦

量的合成也只介绍同峰值的正弦量的合成!降低了难度
!

电工实际计算中!一般是利用向量

或复数进行计算
!

在电学中!交变电流指电流强度的大小和方向都随时间变化的电流!简称交流电
!

最简

单的是简谐交流电!其电流的大小和方向随时间的变化情况!满足以下函数关系%

3(4

*

./+

"

%

22

&

$

#"

4

*

)

$

!

%)

$

!

"

!.

&

$

.!

#

!

其中
4

*

是电流强度的最大值!叫作简谐交流电的峰值+

-(

1

!

%

叫作简谐交流电的变化

周期!表示交流电完成一次周期性变化所需的时间!单位为
.

"秒#+单位时间内!交流电完成

周期性变化的次数叫作频率!用
)

表示!

)

(

!

-

!单位为
:;

"赫兹#+

%

22

&

$

叫作相位!

&

$

叫

作初相位
!

峰值*频率和初相位是简谐交流电的三要素
!

它们从三个不同的方面描述了简谐

交流电的物理特征
!

例
'

!

已知交流电的电流强度
3

"单位%

<

#与时间
2

"单位%

.

#的函数关系为
3(%$./+

!$$

!

2"

!

0

" #

!

写出电流的峰值*周期*频率和初相位
!

解
!

峰值为
4

*

(%$

"

<

#+

周期为
-(

1

!

!$$

!

($5$1

"

.

#+

$!



频率为
)

(

!

-

(

!

$!$1

(&$

"

:;

#+

初相位为
&

(

!

0

!

知识拓展%

例
#

表明了电学中的一个重要结论%只有初相位不同的两个正弦量的合成仍是正弦

量!其频率和峰值不变!只有初相位发生变化
!

!!

例
(

!

设
3

!

(4./+

%

22

1

!

0

" #

!

3

1

(4./+

%

22

%

!

0

" #

!求
3(3

!

23

1

!

知识拓展%

在电学中!同频率的正弦量"即形如
+

("./+

"

%

'2

&

#的量#进行的求和运算!叫作同

频率正弦量的合成
!

!!

解
!

3(3

!

23

1

(4./+

%

22

1

!

0

" #

24./+

%

22

%

!

0

" #

(4

./+

%

2,-.

1

!

0

2,-.

%

2./+

1

!

0

" #

24

./+

%

2,-.

%

!

0

2,-.

%

2./+

%

!

0

" #

(4

,-.

1

!

0

2,-.

%

!

0

" #

./+

%

224

./+

1

!

0

2./+

%

!

0

" #

,-.

%

2

(4

"

!

1

" #

2

"

!

1

" #( )

./+

%

224

槡0

1

2

"

槡0

1

" #

/

0

1

2

,-.

%

2

("4./+

%

2!

练一练

已知函数
)

"

'

# 槡( 1./+

1'"

!

%

" #

2!!

"

!

#求
)

"

'

#的振幅*最小正周期*初相位*峰值*频率+

"

1

#画出函数
+

(

)

"

'

#在
"

!

1

!

!

1

( )

上的图像
5

习题
!"#

!!

选择题%

"

!

#已知函数
)

"

'

#

(1./+

"

%

'2

&

#其中
%)

$

!

&

&

&3

!

1

" #

的最小正周期是
!

!且
)

"

$

#

(

槡0!则"

!!

#

<!

%

(

!

1

!

&

(

!

#

!!!

=!

%

(

!

1

!

&

(

!

0

!!!

>!

%

(1

!

&

(

!

#

!!!

?!

%

(1

!

&

(

!

0

%!



图
!"#

"

1

#已知函数
)

"

'

#

("./+

"

%

'2

&

#

'

'

,

!

"

)

$

!

%)

$

!

&

&

&3

!

1

" #

的图

像"部分#如图
!"#

所示!则
)

"

'

#的解析式是"

!!

#

<!

)

"

'

#

(1./+

!

'2

!

#

" #

"

'

'

,

#

=!

)

"

'

#

(1./+

1

!

'2

!

#

" #

"

'

'

,

#

>!

)

"

'

#

(1./+

!

'2

!

0

" #

"

'

'

,

#

?!

)

"

'

#

(1./+

1

!

'2

!

0

" #

"

'

'

,

#

"

0

#已知函数
)

"

'

#

(槡0./+1'2

!

1

" #

!

'

'

,

!则下列结论中正确的是"

!!

#

<5

)

"

'

#是最小正周期为
!

的奇函数

=!'(

!

0

是函数
)

"

'

#图像的一条对称轴

>5

)

"

'

#图像的一个对称中心是
"

!

1

!

$

" #

?5

将函数
+

(槡0./+1'的图像向左平移
!

%

个单位可得到函数
)

"

'

#的图像

1!

填空题%

"

!

#已知函数
+

("./+

"

%

'2

&

#

25

的最大值为
%

!最小值为
$

!最小正周期为
!

1

!直线
'(

!

0

是其图像的一条对称轴!若
"

)

$

!

%)

$

!

$

3

&

3

!

1

!则函数解析式为
!

"

1

#若两个函数的图像只经过若干次平移后就能够重合!则称这两个函数为,同形-函数
!

给出下列函数%

"

)!

"

'

#

(./+'2,-.'

!

#

)1

"

'

#

(./+'

!

$

)0

"

'

#

(槡1./+'2槡1!

%

)%

"

'

#

(槡1"

./+'2,-.'

#!其中,同形-函数有
!

"填序号#

0!

用,五点法-画出下列函数的图像%

"

!

#

+

(槡0./+0'2

!

1

" #

+

"

1

#

+

(1./+

!

2"

!

0

" #

!

%!

已知函数
)

"

'

#

("./+

"

%

'2

&

#"

"

)

$

!

%)

$

!

&

&

&3

!

1

!

'

'

,

#的图像的一部分如图
!"3

所示
!

"

!

#求函数
)

"

'

#的解析式+

&!



"

1

#当
'

' "#

!

"

1

0

( )

时!求函数
+

(

)

"

'

#

2

)

"

'21

#的最大值与最小值及相应的
'

的值
!

图
!"3

!"$

!

正弦定理与余弦定理

!"$"!

!

正弦定理

我们知道!在直角三角形
"%#

"如图
!"6

#中!

/

6

(./+"

!

0

6

(./+%

!即%

/

./+"

(6

!

0

./+%

(6

!

由于
#(7$'

!所以
./+#(!!

于是%

6

./+#

(6!

所以%

/

./+"

(

0

./+%

(

6

./+#

!

想一想%

在任意三角形中!是否也存在类似的数量关系呢&

图
!"6

!!

当三角形为钝角三角形时!不妨设角
"

为钝角!如图
!"7

所示
!

以
"

为原点!以射线的方向为轴的正方向!建立直角坐标系!则
%#

$%%

(%"

$%%

2"#

$%%

!两边取

与
+

轴上的单位向量
!

的数量积!得%

'!



图
!"7

!

'

%#

$%%

(

!

'"

%"

$%%

2"#

$%%

#

(

!

'

%"

$%%

2

!

'

"#

$%%

!

由于
3

!

!

%#

$%%

)

(7$'"%

!

!

4

%"

$%%

!

3

!

!

"#

$%%

)

(""7$'

!设与角
"

!

%

!

#

相对应的边长分别

为
/

!

0

!

6

!故

/,-.

"

7$'"%

#

($20,-.

"

""7$'

#!

即%

/./+%(0./+"!

所以

/

./+"

(

0

./+%

!

同理可得

/

./+"

(

6

./+#

!

0

./+%

(

6

./+#

!

即%

/

./+"

(

0

./+0

(

6

./+#

!

当三角形为锐角三角形时!同样可以得到这个结论$于是得到正弦定理%

在三角形中!各边与它所对的角的正弦之比相等!即%

/

./+"

(

0

./+0

(

6

./+#

!

"

!"3

#

利用正弦定理可以求解下列问题%

"

!

#已知三角形的两个角和任意一边!求其他两边和一角
!

"

1

#已知三角形的两边和其中一边所对角!求其他两角和一边
!

例
!

!

已知在
(

"%#

中!

%(0$'

!

#(!0&'

!

6(#

!求
0!

解
!

这是已知三角形的两个角和一边!求其他边的问题!可以直接应用正弦定理
!

由于

0

./+%

(

6

./+#

!

所以

(!



0(

6./+%

./+#

(

#4./+0$'

./+!0&'

(

#4

!

1

槡1

1

槡(01!

例
#

!

已知在
(

"%#

中!

"(0$'

!

/ 槡(!&1

!

0(0$

!求
%!

学习提示%

已知三角形的两边和其中一边的对角!利用正弦定理求另一边的对角时!需要讨论这

个角的取值范围!以免发生错误
!

!!

解
!

这是已知三角形的两边和一边的对角!求另一边的对角!可以首先直接应用正弦定

理求出角的正弦值!然后再求出角
!

由于

/

./+"

(

0

./+%

!

所以

./+%(

0./+"

/

(

0$4./+0$'

槡!&1

(

0$4

!

1

槡!&1

(

槡1

1

!

由
0

)

/

!知
%

)

"

!

故
0$'

3

%

3

!6$'

!

所以
%(%&'

或
%(!0&'!

例
$

!

已知在
(

"%#

中!

"(%&'

!

/(0$

!

0 槡(!&1

!求
%!

解
./+%(

0./+"

/

(

槡!&14./+%&'

0$

(

!

1

!

由于
0

3

/

!所以
%

3

"

!

即
$'

3

=

3

%&'

!所以
%(0$'!

练一练

!!

已知在
(

"%#

中!

"(1!'

!

%(!$&'

!

6(%

!求
#

和
0

"精确到
$!$!

#

!

1!

在
(

"%#

中!角
"

!

%

!

#

的对边分别是
/

!

0

!

6!

已知
/ 槡(&1

!

6(!$

!

"(0$'

!求
%!

!"$"#

!

余弦定理

如图
!"!$

所示!在
(

"%#

中!

%#

$%%

("#

$%%

""%

$%%

!所以%

%#

$%%

'

%#

$%%

(

"

"#

$%%

""%

$%%

#'"

"#

$%%

""%

$%%

#

("#

$%%

1

2"%

$%%

1

"1"#

$%%

'

"%

$%%

(

&

"#

$%%

&

1

2

&

"%

$%%

&

1

"1

&

"#

$%%

&&

"%

$%%

&

,-."

(0

1

26

1

"106,-."!

即%

)!



/

1

(0

1

26

1

"106,-."!

图
!"!$

同理可得%

0

1

(/

1

26

1

"1/6,-.%

!

6

1

(/

1

20

1

"1/0,-.#!

于是得到余弦定理%三角形中任意一边的平方等于其余两边的平方和减去这两边与其夹角

余弦乘积的两倍
!

即%

/

1

(0

1

26

1

"106,-."

+

0

1

(/

1

26

1

"1/6,-.%

+

6

1

(/

1

20

1

"1/0,-.#!

"

!"6

#

显然!当
#(7$'

时!有
6

1

(/

1

20

1

$这就是说!勾股定理是余弦定理的特例
!

公式"

!"6

#经变形后可以写成%

,-."(

0

1

26

1

"/

1

106

+

,-.%(

/

1

26

1

"0

1

1/6

+

,-.#(

/

1

20

1

"6

1

1/0!

"

!"7

#

利用余弦定理可以求解下列问题%

"

!

#已知三角形的两边和它们的夹角!求第三边和其他的两个角
!

"

1

#已知三角形的三边!求三个角
!

例
%

!

在
(

"%#

中!

"(#$'

!

0(6

!

6(0

!求
/!

解
!

这是已知三角形的两边和它们的夹角!求第三边的问题!可以直接应用余弦定理
!

因为

/

1

(0

1

26

1

"106,-."

(6

1

20

1

"146404,-.#$'(%7

!

所以

/(3!

例
&

!

在
(

"%#

中!

/

!

0

!

6

分别是角
"

!

%

!

#

的对边
!

若
./+#

./+"

(1

!

0

1

"/

1

(0/6

!求角
%!

解
!

由正弦定理可得%

*!



./+#

./+"

(

6

/

(1

5

6(1/

!

又
0

1

"/

1

(0/6

5

0

1

(3/

1

!

由余弦定理可得%

,-.%(

/

1

26

1

"0

1

1/6

(

"1/

1

%/

1

("

!

1

!

又
%

'

"

$

!

!

#!

所以角
%(!1$'!

例
'

!

在
(

"%#

中!

/

!

0

!

6

分别为角
"

!

%

!

#

的对边!若
/(10,-.#

!确定此三角形的形状
!

解
!

在给定的边与角的关系式中!可以用余弦定理!得%

/(10

'

/

1

20

1

"6

1

1/0

!

化简可得%

/

1

(/

1

20

1

"6

1

!

即
0

1

(6

1

!

0(6!

所以三角形
"%#

是等腰三角形
!

练一练

!!

在
(

"%#

中!

%(!&$'

!

/ 槡(00

!

6(1

!求
0!

1!

在
(

"%#

中!三边之比
/@0@6(0@&@3

!求三角形最大内角
!

!"$"$

!

正弦定理与余弦定理的应用

在实际问题中!经常需要计算高度*长度*距离和角的大小!这类问题中有许多与三角形

有关!可以归结为解三角形问题!需要用正弦定理*余弦定理等三角函数知识来解决
!

!5

用正弦定理和余弦定理解三角形的常见题型

测量距离问题*高度问题*角度问题*计算面积问题*航海问题*物理问题等
!

15

实际问题中的常用角

"

!

#仰角和俯角%与目标线在同一铅垂平面内的水平视线和目标视线的夹角!目标视线

在水平视线上方的角叫仰角!目标视线在水平视线下方的角叫俯角"如图
!"!!

"

#

!

图
!"!!

"

1

#方向角%相对于某正方向的水平角!如南偏东
0$'

!北偏西
%&'

!西偏北
#$'

等
!

"

0

#方位角%指从正北方向顺时针转到目标方向线的水平角!如
%

点的方位角为
!

"如图

+#



!"!!

#

#

!

"

%

#坡度%坡面与水平面所成的二面角的度数
!

05

解三角形应用题的一般步骤

"

!

#阅读理解题意!弄清问题的实际背景!明确已知与未知!理清量与量之间的关系
!

侧

重考查从实际问题中提炼数学问题的能力
!

"

1

#根据题意画出示意图!将实际问题抽象成解三角形问题的模型
!

"

0

#根据题意选择正弦定理或余弦定理求解
!

"

%

#将三角形问题还原为实际问题!注意实际问题中的有关单位问题*近似计算的要求等
!

%5

解三角形应用题常有的两种情形

"

!

#实际问题经抽象概括后!已知量与未知量全部集中在一个三角形中!可用正弦定理

或余弦定理求解
!

"

1

#实际问题经抽象概括后!已知量与未知量涉及到两个或两个以上的三角形!这时需

作出这些三角形!先解满足条件的三角形!然后逐步求解其他三角形!有时需设出未知量!从

几个三角形中列出方程"组#!解方程"组#得出所要求的解
!

例
(

!

三个力
7

!

!

7

1

!

7

作用于一点
&

"如图
!"!1

#并且处于平衡状态!已知
7

!

!

7

1

的

大小分别为
!$$A

!

!1$A

!

7

!

!

7

1

的夹角是
#$'

!求
7

的大小"精确到
!A

#和方向
!

图
!"!1

解
!

由向量加法的平行四边形法则知!向量
&#

$%%

表示
7

!

!

7

1

的合力
7合!由力的平衡原

理知!

7

应在
&#

$%%

的反向延长线上!且大小与
7合 相等!

在
(

&"#

中!

"

&"#(!6$'"#$'(!1$'

!

&"(!$$

!

"#(&%(!1$

!由余弦定理得%

&# ( &"

1

2"#

1

"1&"

'

"#

'槡 ,-.!1$'

( !$$

1

2!1$

1

"14!$$4!1$4,-.!1$槡 (

6

!7!

"

A

#

!

图
!"!0

在
(

"&#

中!由正弦定理!得%

./+

"

"&#(

!1$4./+!1$'

!7!

6

$!&%%!

!

所以
"

"&#

6

00'

!

7

与
7

!

间的夹角是
!6$'"00'(!%3'5

所以
7

约为
!7!A

!

7

与
7合的方向相反!且与

7

!

的夹角约为
!%3'!

例
)

!

如图
!"!0

所示!

"

!

%

!

#

!

$

都在同一个与水平面垂直

的平面内!

%

!

$

为两岛上的两座灯塔的塔顶
!

测量船于水面
"

处

测得
%

点和
$

点的仰角分别为
3&'

!

0$'

!于水面
#

处测得
%

点和

!#



$

点的仰角均为
#$'

!

"#($!!BC5

学习提示%

"

!

#利用示意图把已知量和待求量尽量集中在有关的三角形中!建立一个解三角形的

模型
!

"

1

#利用正*余弦定理解出所需要的边和角!求得该数学模型的解
!

"

0

#应用题要注意作答
!

!!

"

!

#求证%

"%(%$

+

"

1

#求
%

与
$

的距离
!

解
!

"

!

#在
(

"#$

中!

"

$"#(0$'

!

"

"$#(#$'"

"

$"#(0$'

!

所以
#$("#($!!!

又
"

%#$(!6$'"#$'"#$'(#$'

!

故
#%

是等腰
(

#"$

底边
"$

的中垂线!所以
%$(%"!

"

1

#在
(

"%#

中!

"%

./+

"

%#"

(

"#

./+

"

"%#

!

即%

"%(

"#./+#$'

./+!&'

(

槡 槡012 #

1$

"

BC

#

!

因此

%$(

槡 槡012 #

1$

"

BC

#

!

故
%

与
$

的距离为
槡 槡012 #

1$

BC5

例
*

!

隔河观察两目标
"

与
%!

在岸边先选取相距槡0千米的#

!

$

两点!同时测得

"

"#%(3&'

!

"

%#$(%&'

!

"

"$#(0$'

!

"

"$%(%&'

"

"

!

%

!

#

!

$

在同一平面内#!求两目

标
"

!

%

之间的距离
!

图
!"!%

解
!

如题图
!"!%

所示!在
(

"#$

中!

8

"

"$#(0$'

!

"

"#$(!1$'

!

9

"

#"$(0$'

!

"#(#$(槡0"千米#

!

在
(

%$#

中!

"

#%$(!6$'"%&'"3&'(#$'5

##



由正弦定理!可得%

%#(

槡0./+3&'

./+#$'

(

槡 槡#2 1

1

"千米#

!

在
(

"%#

中!由余弦定理!可得%

"%

1

("#

1

2%#

1

"1"#

'

%#

'

,-.

"

%#"

!

即%

"%

1

(

"槡0#

1

2

槡 槡#2 1

1

" #

1

槡"10

'

槡 槡#2 1

1

'

,-.3&'(&

!

9"% 槡( &

"千米#

!

所以两目标
"

!

%

间的距离为槡&千米!

例
!+

!

某兴趣小组要测量电视塔
"8

的高度
9

"单位%

C

#!如图
!"!&

所示!垂直放置

的标杆
%#

的高度
:(%C

!仰角
"

"%8(

!

!

"

"$8(

"

!

"

!

#该小组已测得一组
!

和
"

的值!算出了
)*+

!

(!!1%

!

)*+

"

(!!1$

!请据此算出
9

的

值+

"

1

#该小组分析若干个测得的数据后!认为适当调整标杆到电视塔的距离
;

"单位%

C

#!

使
!

与
"

之差较大!可以提高测量精度
!

若电视塔的实际高度为
!1&C

!试问
;

为多少

时!

!

"

"

最大&

图
!"!&

学习提示%

"

!

#测量高度时!要准确理解仰角和俯角的概念
!

"

1

#分清已知量和待求量!分析"画出#示意图!明确哪个三角形应用正弦定理!哪个三

角形应用余弦定理
!

"

0

#注意竖直线垂直于地面构成的直角三角形
!

!!

解
!

"

!

#由
"%(

9

)*+

!

!

%$(

:

)*+

"

!

"$(

9

)*+

"

及
"%2%$("$

得%

9

)*+

!

2

:

)*+

"

(

9

)*+

"

!

解得%

9(

:)*+

!

)*+

!

")*+

"

(

%4!!1%

!!1%"!!1$

(!1%!

因此!算出的电视塔的高度
9

是
!1%C5

"

1

#由题设知
;("%

!得%

$#



)*+

!

(

9

;

!

由
"%("$"%$(

9

)*+

"

"

:

)*+

"

!得%

)*+

"

(

9":

;

!

所以%

)*+

"

!

"

"

#

(

)*+

!

")*+

"

!2)*+

!

)*+

"

(

:

;2

9

"

9":

#

;

.

:

1 9

"

9":槡 #

!

当且仅当%

;(

9

"

9":

#

;

!即
;( 9

"

9":槡 #

( !1&4

"

!1&"%槡 # 槡(&&&

时!

上式取等号
!

所以当
; 槡(&&&

时!

)*+

"

!

"

"

#最大
!

因为
$

3

"

3!3

!

1

!则
$

3!

"

"

3

!

1

!

所以当
; 槡(&&&

时!

!

"

"

最大
!

故所求的
;

是 槡&&&C5

练一练

一个零件尺寸如图
!"!#

所示!加工后要检验
"

!

%

两孔的距离!试计算孔距
"%

"精确

到
$!$!

#

!

图
!"!#

习题
!"$

!!

填空题%

"

!

#

(

"%#

中!若
/

1

(0

1

26

1

"06

!则
"( !

%#



"

1

#在
(

"%#

中!已知
"% 槡(%0

!

"#(%

!

"

%(0$'

!则
(

"%#

的面积是
!

"

0

#在
(

"%#

中!已知
/

,-."

(

0

,-.%

(

6

,-.#

!则这个三角形的形状是
!

"

%

#在
(

"%#

中!角
"

!

%

!

#

的对边分别为
/

!

0

!

6

!已知
"(

!

0

!

/ 槡( 0

!

0(!

!则
6(

!

1!

已知在
(

"%#

中!

,-.

1

"

1

(

026

16

!求
(

"%#

的形状
!

0!

在
(

"%#

中!

"(#$'

!

/ 槡(%0

!

0 槡(%1

!求
%!

%!

如图
!"!3

所示!测量河对岸的塔高
"%

时!可以选与塔底
%

在同一水平面内的两个测点

#

与
$

!现测得
"

%#$(

!

!

"

%$#(

"

!

#$(<

!并在点
#

测得塔顶
"

的仰角为
#

!求塔高

"%!

图
!"!3

&!

在
(

"%#

中!角
"

!

%

!

#

所对的边分别为
/

!

0

!

6

!已知
/(1

!

6(&

!

,-.%(

0

&

!

"

!

#求
0

的值+

"

1

#求
./+#

的值
!

!"%

!

三角计算及其应用举例

在前面一节中!我们已经简单介绍了正弦定理和余弦定理的应用!下面将进一步探寻三

角计算在生产*生活中的广泛应用
!

!5

斜度

斜度是指一条直线"或一个平面#相对另一条直线"或另一个平面#的倾斜程度!常用字

母
=

表示
!

其大小为这两条直线"或两个平面#夹角的正切值
!

例如!在图
!"!6

所示的斜键

中!斜度

=()*+

!

(

9":

>

!

"

!"!$

#

&#



图
!"!6

!!

习惯上!斜度常用比例或分式的形式表示!例如!斜度为
!@!$

或
!

!$

!

斜度
!@5

的含义是%在
5CC

内!高度相差
!CC!

角
!

叫作斜角
!

知识拓展%

在机械加工中!为保证零件的装配和使用要求!必须随时对加工零件进行测量
!

对工件进行角度*锥度测量!比较普遍的方法是间接用钢球*圆柱和量块等工具!测量

出与其有关的线值尺寸!通过三角形计算求得角度和锥度值
!

15

锥度

锥度是指圆锥的底面直径与锥体高度之比!常用字母
#

表示
!

如果是圆台!则为上*下两

圆的直径差与圆台高度之比值
!

图
!"!7

所示的圆台零件的锥度为%

#(

$";

>

!

"

!"!!

#

图
!"!7

中角
!

叫作圆锥角!角
!

1

叫作圆锥半角
!

图
!"!7

在阴影所示的直角三角形中!由于
)*+

!

1

(

$";

1>

!所以%

1)*+

!

1

(

$";

>

(#!

所以%

#(1)*+

!

1

(

!

5

!

'#



锥度一般用比例或分式的形式表示!例如!

#

为
!@1$

或
!

1$

!

例
!

!

有一个外圆锥!已知其最大直径
$(1$CC

!最小直径
;(!&CC

!圆锥长度
>(

!$$CC

!试求其锥度
#

*圆锥半角
!

1

与圆锥角
!

"精确到
!D

#

!

解
!

由于
#(

$";

>

(

1$"!&

!$$

(

&

!$$

(

!

1$

!所以%

#(!@1$

或
!

1$

!

由
#(1)*+

!

1

得%

)*+

!

1

(

#

1

(

!

141$

(

!

%$

($!$1&

!

所以%

!

1

6

!'1&D&#E

!

!6

1'&1E5

05

弓形

在一个圆中作一条弦!由弦及其所对的弧组成的图形叫作弓形
!

这段弧叫作弓形的弧
!

垂直于弦的直径!被弦分为两部分!分别为两个弓形的高
!

如图
!"1$

所示!上部为一个弓

形!

;

表示弓形所在圆的直径!

>

表示弓形的弦长!

:

表示弓形的高
!

图
!"1$

在
F)

(

"%#

中!由勾股定理得

"%

1

2"#

1

(%#

1

!

而

%#(

;

1

!

"%(

;

1

":

!

"#(

>

1

!

(#



故

;

1

":

" #

1

2

>

1

" #

1

(

;

1

" #

1

!

整理得

;(:2

>

1

%:

!

"

!"!1

#

将上式变形得到
>

1

(%:

"

;":

#!

解得

>(1 :

"

;":槡 #! "

!"!0

#

:(

;G ;

1

">槡
1

1

!

"

!"!%

#

公式"

!"!%

#中!当弓形小于半圆"圆弧为劣弧#时取,

"

-号!大于半圆"圆弧为优弧#时

取,

2

-号
!

例
#

!

如图
!"1!

所示!一个轴的直径为
11CC

!端部圆头半径为
1$CC

!求圆头部分的

高度
:!

图
!"1!

解
!

此问题就是求弓形的高
!

利用公式"

!"!%

#"公式中取,

"

-#!得%

:(

;" ;

1

">槡
1

1

(

%$" %$

1

"11槡
1

1

6

0!0

"

CC

#

5

%5

角
'

现有宽分别为
/

!

0

的两块铁板"如图
!"11

#!要对接焊接成
#

角!怎样下料呢&

图
!"11

)#



过点
"

作
"

#%$

两边的垂线
"#

!

"$

!垂足为
#

!

$!

设
"

"%$('

!则下料的关键是计

算
'!

只要计算出
'

!则
"

"%#(

#

"'!

按照这两个角度!沿
"%

焊接即可对接成图中所示的

角
#

!

下面来计算角
'!

在
F)

(

"%$

和
F)

(

"#%

中!设
"%

的长为
*

!则%

*./+'(/

!

*./+

"

#

"'

#

(0!

于是

0

/

./+'(./+

"

#

"'

#!

0

/

./+'(./+

"

#

"'

#

(./+

#

,-.'",-.

#

./+'

!

即

./+'(

./+

#

0

/

2,-.

#

,-.'

!

所以

)*+'(

/./+

#

02/,-.

#

!

"

!"!&

#

特别是当
/(0

时!

)*+'(

./+

#

!2,-.

#

(

1./+

#

1

,-.

#

1

1,-.

1

#

1

()*+

#

1

!

即

)*+'()*+

#

1

!

"

!"!#

#

由于
$

3

'

3#3!

!故此时
'(

#

1

!

例
$

!

某车间要利用宽为
%,C

和
6,C

的钢板!焊接一批如图
!"10

所示的角铁!问下料

时角
'

应取多大"精确到
!D

#

!

图
!"10

*#



解
!

利用公式"

!"!&

#得%

)*+'(

/./+

#

02/,-.

#

(

64

槡0

1

%264

!

1

(

槡0

1

!

由于
!

$'

3

'

3

!6$'

!

所以
'

6

%$'&%D

!故下料时角
'

约取
%$'&%D!

习题
!"%

!!

现有一个精密圆锥滚子轴承零件"如图
!"1%

#!要求测量此轴承之内外滚边的锥角
!

用杠

杆附件升降
>(1$CC

!测量出
$(6&CC

!

;(&&CC

!求出锥度
#

和圆锥角
!

"精确到

!D

#

!

图
!"1%

1!

要加工如图
!"1&

所示的内燃机阀门推杆头部!已知圆球直径
$(1&CC

!轴的直径
;(

!&CC

!求截球长
>!

图
!"1&

+$




